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(communicated by Name of Editor)
Abstract
A homotopy boundary of a finite simply connected CW-
complexX is the boundary of a compact manifold of the homo-
topy type of X. We study the rational homotopy type of the
homotopy boundaries of X using Quillen models and we show,
in particular, that a large class of homotopy boundaries of X
is rationally determined by the rational homotopy type of X.
Resume´
Un bord homotopique d’un CW-complexe fini simplement
connexe X est, par de´finition, le bord d’une varie´te´ compacte
du type d’homotopie de X. Nous e´tudions le type d’homotopie
rationnelle des bords homotopiques de X a` l’aide des mode`les
de Quillen et nous montrons, en particulier, qu’une large classe
de bords homotopiques de X est rationnellement de´termine´e
par le type d’homotopie rationnelle de X.
1. Introduction
Soit X un CW-complexe fini. On appelle bord homotopique de X de dimen-
sion n le bord, ∂N , d’une varie´te´ compacte N de dimension n+ 1 ayant le type
d’homotopie de X, autrement dit c’est le bord d’un thickening de X. Cette notion
apparaˆıt naturellement dans le contexte des plongements: le bord du fibre´ normal
en disques d’une varie´te´ X plonge´e dans une autre est un bord homotopique de X.
Plus ge´ne´ralement, le bord d’un voisinage re´gulier d’un polye`dre X plonge´ a` homo-
topie pre`s dans une varie´te´ est un bord homotopique de X. En ge´ne´ral, le type
d’homotopie des bords homotopiques de dimension donne´e d’un CW-complexe X
ne de´pend pas uniquement du type d’homotopie de X. Par exemple, le tore S1 × S1
et la bouteille de Klein sont deux bords homotopiques de dimension 2 du cercle S1.
Cependant, sous certaines hypothe`ses, le type d’homotopie rationnelle d’un bord
homotopique ne de´pend que du type d’homotopie rationnelle de X. Dans [4], le
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second auteur a montre´ qu’il en est ainsi de tous les bords homotopiques de X de
dimension supe´rieure ou e´gale a` 2 dimX + 2. Notre but est d’e´tendre ce re´sultat a`
une plus large classe de bords homotopiques.
Les bords homotopiques de dimension supe´rieure ou e´gale a` 2 dimX + 2 sont, en
particulier, des bords homotopiques “suspensions” (c’est-a`-dire de la forme
∂(N × [0, 1]) ou` N est un thickening de X, cf. la de´finition dans la section 2) et on
pourrait espe´rer e´tendre le re´sultat de [4] a` la classe de ces bords. Malheureusement
cela n’est pas possible: nous verrons dans la section 8 que CP(4) admet deux bords
homotopiques suspensions qui sont rationnellement diffe´rents. Cela nous ame`ne a`
conside´rer la classe S des bords homotopiques “suspensions” de bords homotopiques
“a` section” (c’est-a`-dire dont X est un re´tracte, cf. la de´finition dans la section 2) et
nous e´tablissons que tous les bords de cette classe sont rationnellement de´termine´s
par leur dimension et par le type d’homotopie rationnelle de X. Notons que la classe
S contient tous les bords homotopiques qui sont des double-suspensions (i.e. de la
forme ∂(N × [0, 1]× [0, 1]).) De plus, l’exemple mentionne´ ci-dessus montre que les
conditions caracte´risantes de la classe S ne peuvent eˆtre affaiblies.
Pour e´tablir ce re´sultat nous travaillons avec les mode`les de Quillen. Rappelons
que, si X est un espace simplement connexe, un mode`le de Quillen de X est une
alge`bre de Lie gradue´e diffe´rentielle (LGD) L = (L(V ), ∂) qui de´termine le type
d’homotopie rationnelle de X. Nous montrons dans la section 6 comment construire
explicitement a` partir d’un tel mode`le L, une LGD note´e Bn(L) qui est un mode`le
de Quillen de tout bord homotopique de classe S et dimension n de X (the´ore`me
7.1). On en de´duit l’invariance homotopique rationnelle de ces bords homotopiques.
Une des motivations de cette e´tude du type d’homotopie rationnelle des bords
homotopiques est son application a` des proble`mes de plongements. Si X est un
espace simplement connexe ayant le type d’homotopie d’un sous-polye`dre K d’une







dans laquelleB est un bord homotopique deX. Inversement, Browder [2] a de´montre´
que l’existence d’une telle somme amalgame´e homotopique ve´rifiant certaines con-
ditions supple´mentaires garantissait l’existence d’un plongement “homotopique”
de X dans Sn+1. La construction du bord homotopique B est souvent une e´tape
pre´liminaire pour obtenir le diagramme (1) et le mode`le de Quillen Bn(L) de´crit
dans cet article peut eˆtre un guide pour cette construction. C’est exactement la
de´marche qui a e´te´ suivie dans [5] pour e´tudier les plongements homotopiques des
2-coˆnes dans une sphe`re. Notons que si n > 2 dimX alors un argument classique de
position ge´ne´rale montre qu’il existe toujours un plongement de X dans Sn+1. C’est
donc l’e´tude des bords homotopiques hors du rang stable qui est pertinente pour
les applications aux plongements et ceci motive la pre´sente extension des re´sultats
de [4]. Nous donnons plus de de´tails sur cette approche dans la remarque 2 de la
section 7 du pre´sent article.
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Le texte est organise´ de la manie`re suivante: Les sections 2 et 3 contiennent des
de´finitions et rappels sur les bords homotopiques et les mode`les de Quillen. Dans
la section 4, nous e´tudions la cohomologie des bords homotopiques “a` section”. Les
sections 5, 6 et 7 sont consacre´es a` la mode´lisation des bords homotopiques. Nous
commenc¸ons par montrer qu’un mode`le de Quillen d’un bord homotopique a` sec-
tion admet une forme tre`s particulie`re que nous appelons mode`le quasi-e´trusque.
Parmi les mode`les quasi-e´trusques se distinguent les mode`les dits e´trusques qui
seront de´crits explicitement et qui permettront, finalement, de caracte´riser le type
d’homotopie rationnelle des bords homotopiques de classe S. Enfin, la section 8
contient un exemple montrant que nos re´sultats ne s’e´tendent pas aux bords homo-
topiques qui ne sont pas de classe S.
Remerciements. Nous remercions Yves Fe´lix et Greg Lupton pour de fructueuses
conversations autour des the`mes de cet article. Le second auteur remercie l’UMR-
8524 au CNRS a` l’Universite´ de Lille-I pour son hospitalite´.
2. Bords homotopiques et thickenings
Les objets d’e´tude de ce texte sont les bords homotopiques de CW-complexes finis
simplement connexes:
De´finition 2.1. Soit X un CW-complexe fini simplement connexe. Un bord homo-
topique de dimension n de X est le bord ∂N d’une varie´te´ P.L. (line´aire par
morceaux) compacte N de dimension n+ 1 ayant le type d’homotopie de X et tel
que pi1(∂N) = 0.
La notion de bord homotopique est e´troitement lie´e a` celle de thickening intro-
duite par Stallings et puis Wall [11]: un thickening de dimension n+ 1 d’un CW-
complexe simplement connexe X est une e´quivalence d’homotopie φ : X '→ N ou`
N est une varie´te´ compacte P.L. de dimension n+ 1 a` bord simplement connexe.
Un bord homotopique n’est donc rien d’autre que le bord d’un thickening. Deux
thickenings φ : X '→ N et φ′ : X '→ N ′ sont dits e´quivalents s’il existe un PL-home´o-
morphisme h : N
∼=→ N ′ tel que h ◦ φ est homotope a` φ′. Toujours suivant Wall [11]
nous noterons T n+1(X) l’ensemble des classes d’e´quivalence de thickenings de X
de dimension n+ 1.
On distingue les thickenings remarquables suivants (qui, mis a` part les thickenings
euclidiens, superstables et ceux de classe S, sont de´finis dans [11]) :
Thickening euclidien. Un thickening euclidien est un thickening obtenu comme
voisinage re´gulier d’un plongement P.L. d’un polye`dre fini du type d’homotopie
de X dans un espace euclidien Rn+1 (voir [8, p. 33] pour la de´finition et les
proprie´te´s des voisinages re´guliers). En vertu de l’unicite´ du voisinage re´gulier,
ce thickening ne de´pend que du choix du polye`dre et de la classe d’isotopie de
son plongement.
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Suspension d’un thickening. Si N est un thickening de X alors N ′ = N × [0, 1]
est aussi un thickening de X qu’on appelle la suspension du thickening N .
Cela de´finit une application S : T n(X)→ T n+1(X). Par construction, on a
∂N ′ = (∂N × [0, 1]) ∪∂N×{0,1} (N × {0, 1}).
Autrement dit ∂N ′ est le “double mapping cylindre” de deux copies de l’inclu-
sion ∂N ↪→ N . Donc ∂N ′ est le double de la varie´te´ N .
Thickening a` section. On dit qu’un thickening φ : X '→ N admet une section s’il
existe une application ν : X → ∂N telle que la compose´e X ν→ ∂N ↪→ N est
homotope a` φ.
Thickening stable et superstable. Dans [11, §5], un thickening N de X est dit
stable si dimN > 2 dimX + 1. Nous dirons queN est un thickening superstable
si dimN > 2 dimX + 2.
Thickening trivial Un thickening trivial est un thickening euclidien et stable.
Tout CW-complexe X de dimension m admet un unique thickening trivial en
chaque dimension n+ 1 > 2m+ 1 (voir [11, §3]). Notons que, contrairement
a` ce que la terminologie sugge`re, lorsque X est une varie´te´ ferme´e, la varie´te´
a` bord X ×Dk n’est pas ne´cessairement un thickening trivial de X. Ainsi
CP (2)×Dk n’est pas un thickening trivial de CP (2) car le fibre´ normal du
plongement de CP (2) dans un espace euclidien n’est pas trivial.
Outre ces notions classiques de thickenings, nous conside´rerons tout au long de ce
travail la classe particulie`re suivante :
Thickening de classe S. Un thickening N de X est dit de classe S s’il est la
suspension d’un thickening a` section de X. Nous montrons ci-dessous que les
doubles suspensions de thickenings ainsi que les thickenings superstables sont
de classe S.
Nous appellerons bord homotopique euclidien (resp. trivial, suspension, a` section,
stable, superstable ou de classe S) le bord d’un thickening euclidien (resp. trivial,
suspension, a` section, stable, superstable ou de classe S).
Voici quelques re´sultats classiques qui relient ces diffe´rentes classes de thickenings.
Nous supposons toujours dans la suite de ce travail que la dimension n+ 1 du
thickening est supe´rieure a` 6 et a` dimX + 2. Parmi les e´nonce´s suivants, ceux qui
ne sont pas imme´diats sont de´montre´s dans [11].
• La suspension d’un thickening φ : X '→ N est un thickening a` section, une sec-
tion e´tant donne´e par la compose´e X '→ N = N × {0} ↪→ ∂(N × [0, 1]). Donc
la double suspension d’un thickening est de classe S.
• Un thickening superstable est aussi un thickening de classe S. En effet Wall
([11, §5]) montre que la suspension S : T n(X)→ T n+1(X) est bijective pour
n > 2 dimX + 1 et surjective pour n > 2 dimX. En conse´quence, un thicken-
ing superstable est dans l’image de S ◦ S et, par suite, est la suspension d’un
thickening a` section.
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Exemples :
(1) Un exemple de thickening sans section est le suivant (appele´ thickening de
Hopf de S2): on conside`re le fibre´ de Hopf η : C→ E → S2 en droites complexes
et D2 → N → S2 le fibre´ en disque associe´. La varie´te´ a` bord N est un thickening
de S2 et son bord est ∂N = S3. Il est imme´diat que ce thickening n’admet pas de
section.
(2) Dans le rang stable, S2 admet les deux thickenings suivants : le thickening
N0 = S2 ×Dk+1, qui est trivial car il correspond au plongement usuel S2 ⊂ Rk+3,
et le thickening N ′ associe´ au fibre´ orthogonal en disques non trivial sur S2 (obtenu
par suspension du fibre´ de Hopf η : C→ E → S2). Le bord du thickening N0 est
∂N0 = S2 × Sk tandis que le bord deN ′ est le fibre´ orthogonal non trivial en sphe`res
Sk sur S2. Notons, par exemple, que pour k = 1, ∂N ′ = S3.
3. Notations et rappels sur les mode`les de Quillen
Dans cette section, nous fixons nos notations et nous faisons quelques rappels
sur les mode`les de Quillen. Pour la the´orie comple`te nous renvoyons le lecteur a`
[10], [1] ou [3]. Soit V un espace vectoriel gradue´ sur un corps k. Par convention,
V k = V−k. La n−ie`me suspension de V est l’espace vectoriel gradue´ snV de´fini par
(snV )k = V k+n.
Si {a1, . . . , ar} est une famille d’e´le´ments homoge`nes de V alors 〈a1, . . . , ar〉 de´signe
le sous-espace vectoriel engendre´ par cette famille. Le dual de V est #V := hom(V,k)
muni de la graduation (#V )k = hom(V −k,k). La dualite´ entre V et #V est note´e
〈−,−〉 : V ⊗#V → k, v ⊗ f 7→ 〈v, f〉 = f(v).
Dans ce travail nous conside´rerons des alge`bres de Lie gradue´es diffe´rentielles
(LGD) connexes sur le corps Q ([10, 0.4]). Un mode`le de Quillen (L, ∂) est une LGD
telle que L est une alge`bre de Lie gradue´e libre L(V ) sur un espace vectoriel gradue´
V . La donne´e de V ⊂ L telle que L = L(V ) est appele´ un choix des inde´composables
de L. L’espace des inde´composables d’une LGD (L, ∂) estQL := L/[L,L] et est muni
d’une diffe´rentielle induite Q∂. Si W ⊂ L est un sous-espace vectoriel de l’alge`bre
de Lie gradue´e L nous de´signons par (W ) l’ide´al engendre´ par W . L’alge`bre de Lie
gradue´e libre L(V ) est filtre´e par la longueur des crochets, {L>k(V )}. De meˆme
l’alge`bre tensorielle T (V ) est filtre´e par la longueur des mots et on pose T+(V ) =
T>1(V ).
Dans [7], Quillen associe a` tout espace simplement connexe X une LGD λ(X)
dont la classe de quasi-isomorphisme de´termine le type d’homotopie rationnelle de
X. Un mode`le de Quillen de X est la donne´e d’un mode`le de Quillen (L, ∂) quasi-
isomorphe a` λ(X). D’apre`s le re´sultat principal de [6] cette de´finition e´quivaut a`
celle de [10, III.3]. Un mode`le de Quillen (L, ∂) est dit minimal si ∂(L) ⊂ [L,L]. On
peut e´galement de´finir le mode`le de Quillen d’une application continue entre espaces
simplement connexes. On a un isomorphisme sH(QL, ∂Q) ∼= H˜∗(X;Q) ([3, 24 (b)])
et lorsque le mode`le est minimal la partie quadratique ∂2 de la diffe´rentielle ∂ est
relie´e au cup produit en cohomologie (voir [10, III.3(9)]). La dimension formelle de
L est l’entier sup{k : (sH(QL, ∂Q))k 6= 0}. Donc la dimension formelle d’un mode`le
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de Quillen d’un espace X est exactement la dimension cohomologique rationnelle
de X.
4. Cohomologie des bords homotopiques
Dans cette section k de´signe un corps commutatif. Si φ : X '→ N est un thick-
ening d’inverse homotopique ψ : N '→ X alors H∗(∂N ;k) admet une structure de
H∗(X;k)−module induite par l’application compose´e ∂N ↪→ N ψ→ X. On a d’autre
part une structure de H∗(X;k)−module e´vidente sur #snH∗(X;k).
The´ore`me 4.1. Soit X un CW-complexe fini simplement connexe.
(A) Si ∂N est un bord homotopique a` section de dimension n de X alors il existe
un isomorphisme de H∗(X;k)−modules
H∗(∂N ;k) ∼= H∗(X;k)⊕#snH∗(X;k) (2)
(B) Si ∂N est un bord homotopique de classe S de dimension n de X alors (2)
est un isomorphisme d’alge`bre ou` la structure d’alge`bre du membre de droite est
caracte´rise´e par sa structure de H∗(X;k)−module et par l’e´quation
#snH∗(X;k) · #snH∗(X;k) = 0.
Preuve. (A) Dans cette preuve nous e´crirons H∗(−) pour H∗(−;k). Notons ν : X →
∂N la section et j l’inclusion ∂N ↪→ N . Puisque j ◦ ν est une e´quivalence d’homoto-
pie, la longue suite exacte de cohomologie de la paire (N, ∂N) donne une courte
suite exacte scinde´e:
0 // H∗(N)
H∗(j)// H∗(∂N) δ // H∗+1(N, ∂N) // 0.
L’e´quivalence d’homotopie φ : X '→ N induit un isomorphisme φ∗ : H∗(N) ∼=→ H∗(X).
Comme X est simplement connexe, il en est de meˆme de N . Par conse´quent N est





Cet isomorphisme, tout comme les isomorphismes
Hn−k(N) ∼= (#H∗(N))−n+k ∼= (s−n#H∗(N))k ∼= (#snH∗(X))k,
respecte les stuctures de H∗(X)−modules. On a ainsi une courte suite exacte e
H∗(X)-modules
0 // H∗(X) // H∗(∂N) // #snH∗(X) // 0 (3)
scinde´e par H∗(ν). Ceci de´montre le point (A).
(B) Par hypothe`se N est la suspension d’un thickening φ′ : X '→ N ′ a` section
ν′ : X → ∂N ′. Notons j′ : ∂N ′ ↪→ N ′ l’inclusion et conside´rons le cube commutatif
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suivant dans lequel les faces supe´rieure et infe´rieure sont des sommes amalgame´es et







































N ′ // N ′ ∪∂N ′ N ′
Soit h : N ′ ∪∂N ′ N ′ → ∂N un inverse de l’e´quivalence d’homotopie
∂N = (∂N ′ × [0, 1]) ∪∂N ′×{0,1} (N ′ × {0, 1}) ∼→ N ′ ∪∂N ′ N ′
induite par la projection ∂N ′ × [0, 1]→ ∂N ′. On ve´rifie que ν := h ◦ τ : X → ∂N
est une section du thickening N . En prenant les cofibres homotopiques des applica-
tions verticales du cube ci-dessus (nous noterons Cf la cofibre homotopique d’une






Comme Cj′◦ν′ est contractile, Cτ , et par suite Cν , a le type d’homotopie d’une
suspension. Cela entraˆıne que tous les produits de H˜∗(Cν) sont nuls.
De´montrons que (2) est un isomorphisme d’alge`bre. Comme nous savons par
le point (A) que c’est un isomorphisme de H∗(X)−module, il suffit de ve´rifier
que K ·K = 0 ou` K ⊂ H∗(∂N) est l’image de #snH∗(X) par l’isomorphisme (2).
Notons i : ∂N ↪→ Cν = ∂N ∪ν CX l’inclusion dans le mapping cone. Comme K =
ker(H∗(ν)), nous trouvons que K est aussi l’image de H˜∗(Cν) par H∗(i). Ainsi
K ·K = 0 re´sulte de H˜∗(Cν) · H˜∗(Cν) = 0.
5. Mode`le de Quillen d’un bord homotopique a` section
Dans la perspective de caracte´riser les mode`les de Quillen des bords homo-
topiques d’un CW-complexe fini simplement connexe nous introduisons les notions
suivantes de mode`les e´trusques et quasi-e´trusques :
De´finition 5.1. Un mode`le de Quillen L est dit quasi-e´trusque s’il existe des
espaces vectoriels gradue´s de dimension finie V et V ∗ et un e´le´ment µ tels que
L ∼= (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂) avec
(i) ∂(V ) ⊂ L(V );
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i ] + ξ ou` {vi}16i6l et {v∗i }16i6l sont des bases homoge`nes
respectivement de V et de V ∗ et ξ ∈ [I, I].




i ], on dit alors que le mode`le L est
e´trusque.
Le mode`le (L(V ), ∂) est appele´ un socle du mode`le (quasi-)e´trusque L.
La famille {vi, v∗i , µ}16i6l est appele´e une base adapte´e de ce mode`le (quasi-)e´trusque.
Remarques.
1. Puisque ∂(V ∗ ⊕Q.µ) ⊂ I, un mode`le quasi-e´trusque se re´tracte sur son socle.
Plus pre´cise´ment on a des morphismes de LGD
(L(V ), ∂) // σ // (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂) pr // // (L(V ), ∂)
ou` σ est une extension libre et pr la projection e´vidente.
2. Il est clair que µ repre´sente l’e´le´ment de plus haut degre´ dans l’homologie des
inde´composables H∗(QL,Q∂), et donc, si deg(µ) = n− 1, alors L est de dimension
formelle n.
3. Si un mode`le quasi-e´trusque minimal L est le mode`le d’un espace X alors on peut
de´monter que H∗(X;Q) est a` dualite´ de Poincare´. Ceci provient essentiellement
de la formule (iii) pour ∂(µ) et de l’interpre´tation de la partie quadratique de la
diffe´rentielle du mode`le de Quillen en termes de cup-produit dans la cohomologie
de l’espace. L’e´le´ment µ correspond alors a` la classe fondamentale de H∗(X;Q).
4. Le socle d’un mode`le quasi-e´trusque n’est en ge´ne´ral pas unique. Par exemple
(L(x1, y3, z5, t7, µ9), ∂(x) = ∂(y) = ∂(z) = ∂(t) = 0, ∂(µ) = [x, t] + [y, z])
est un mode`le e´trusque dont (L(x1, y3), 0) et (L(x1, z5), 0) sont deux socles non iso-
morphes (les indices des ge´ne´rateurs de´signent leurs degre´s).
5. A` la fin de la section 6 nous donnons un exemple d’un mode`le quasi-e´trusque
minimal qui n’est pas isomorphe a` un mode`le e´trusque. Notons cependant que par
un re´sultat classique de J. Stasheff [9], tout mode`le quasi-e´trusque minimal est iso-
morphe a` un mode`le de Quillen minimal satisfaisant la condition (iii) de la de´finition
d’un mode`le e´trusque.
Les de´finitions ci-dessus sont motive´es par le re´sultat suivant:
The´ore`me 5.2. Soit X un CW-complexe fini simplement connexe. Tout bord homo-
topique a` section de X admet un mode`le de Quillen minimal quasi-e´trusque dont




ou` ν est une section du bord homotopique admet comme mode`le de Quillen un
diagramme
(L(V ), ∂) // σ // (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂) pr // (L(V ), ∂)
ou` σ est une extension libre, pr est la projection e´vidente, (L(V ), ∂) est un mode`le
minimal de X et le terme du milieu est un mode`le quasi-e´trusque minimal.
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Avant de de´montrer ce the´ore`me, nous e´tablissons le re´sultat pre´liminaire suivant
qui sera e´galement utile par la suite.
Proposition 5.3. Soient X et Y deux espaces 1-connexes et f : X → Y et g : Y →
Z deux applications telles que g ◦ f est une e´quivalence d’homotopie. Le diagramme
X
f→ Y g→ Z
admet un mode`le de Quillen de la forme
(L(V ), ∂)
σ (L(V ⊕W ), ∂) pr→ (L(V ), ∂)
ou` σ est une extension libre, pr est la projection e´vidente, (L(V ), ∂) est un mode`le
minimal de X et (L(V ⊕W ), ∂) est un mode`le minimal de Y .
Preuve. Soit L
ϕ→ L′ ψ→ L′′ un mode`le d’alge`bre de Lie diffe´rentielle de
X
f→ Y g→ Z
et soit µ : (L(V ), ∂) ∼→ L un mode`le libre minimal. Factorisons ϕ ◦ µ en une exten-
sion libre minimale α : (L(V ), ∂) (L(V ⊕W ), D) et une e´quivalence faible








(L(V ⊕W ), D)
ψµ′
// L′′
Par le lemme de rele`vement, il existe un morphisme de LGD
p : (L(V ⊕W ), D)→ (L(V ), ∂)
tel que p ◦ α = id et ψϕµp ∼ ψµ′ (rel. L(V )). Cela implique que
(L(V ), ∂)
α (L(V ⊕W ), D) p→ (L(V ), ∂)
est un mode`le de X
f→ Y g→ Z. Conside´rons l’isomorphisme d’alge`bre de Lie
β : L(V ⊕W )→ L(V ⊕W )
de´fini par β(v) = v et β(w) = w + p(w). Posons ∂ := β−1Dβ et σ := βα. De cette
fac¸on, ∂ est une diffe´rentielle d’alge`bre de Lie sur L(V ⊕W ), β est un isomorphisme
de LGD et σ est une extension libre. Cela montre que
(L(V ), ∂)
σ (L(V ⊕W ), ∂) pr→ (L(V ), ∂)
ou` pr est la projection e´vidente est un mode`le de X
f→ Y g→ Z. Comme pr commute
a` la diffe´rentielle, ∂(W ) est inclus dans ker pr c’est-a`-dire dans l’ide´al de L(V ⊕W )
engendre´ par W . L’extension α, et par suite σ, e´tant minimale, il s’ensuit que la
diffe´rentielle surW est de´composable. La minimalite´ de (L(V ), ∂) assure finalement
la minimalite´ de (L(V ⊕W ), ∂).
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Preuve du the´ore`me 5.2.
Soit ∂N un bord homotopique de X a` section ν et de dimension n. D’apre`s la
proposition pre´ce´dente, le diagramme
X
ν //∂N 
 j //N (4)
admet un mode`le de Quillen de la forme
(L(V ), ∂)
σ (L(V ⊕W ), ∂) pr→ (L(V ), ∂)
ou` (L(V ), ∂) et L := (L(V ⊕W ), ∂) sont des mode`les de Quillen minimaux de X et
de ∂N respectivement, σ est une extension libre et pr est la projection e´vidente.
L’interpre´tation des inde´composables du mode`le de Quillen minimal ([3, 24(b)])
donne un isomorphisme:
ψ : V ⊕W ∼= // H˜∗(∂N ;Q)




et ψ(W ) = kerH∗(j). Soit µ ∈
Wn−1 tel que ψ(µ) est une classe fondamentale de la varie´te´ ∂N et soit V ∗ un
supple´mentaire homoge`ne de Q.µ dans W . Ainsi L = (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂). On a
∂(V ) ⊂ L(V ) et, comme la projection pr commute a` la diffe´rentielle, ∂(V ∗ ⊕Q.µ)
est inclus dans ker pr, c’est-a`-dire dans l’ide´al de L engendre´ par V ∗ ⊕Q.µ. Soit
I := (V ∗) l’ide´al dans L engendre´ par V ∗. Alors ∂(V ∗ ⊕Q.µ) ⊂ I pour des raisons
de degre´s. En particulier ∂(V ∗) ⊂ I.
Par le the´ore`me 4.1-A et par dualite´ de Poincare´ il existe des bases {vi}16i6l de
V et {v∗i }16i6l de V ∗ telles que la diagonale re´duite












avec αp,q ∈ Q. Le lien entre la diagonale et la partie quadratique ∂2 de la diffe´rentielle




[vi, v∗i ] + ξ
′
avec ξ′ ∈ [V ∗, V ∗] + L>3(V ⊕ V ∗). Notons que ξ′ ∈ I car ∂µ et ∑li=1[vi, v∗i ] appar-
tiennent a` I. Autrement dit, ξ′ = ξ3 + 3 avec ξ3 ∈ [I, I] et 3 ∈ I ∩ L>3(V ⊕ V ∗).
Nous allons de´montrer par re´currence sur r > 3 qu’il existe une diffe´rentielle ∂r
sur L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ) telle que
1. ∂r(V ) ⊂ L(V )





i ] + ξr + r avec ξr ∈ [I, I] et r ∈ I ∩ L>r(V ⊕ V ∗)
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ainsi que des isomorphismes λr : (L(V ), ∂)→ (L(V ), ∂r) et
Λr : (L(V ⊕∗ ⊕Q.µ), ∂)→ (L(V ⊕∗ ⊕Q.µ), ∂r)
tels que le diagramme suivant d’alge`bres de Lie diffe´rentielles commute
(L(V ), ∂) // σ //
λr







(L(V ), ∂r) //
σ // (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂r) pr // (L(V ), ∂r)
Par les conside´rations pre´ce´dentes, il vient que, pour r = 3, ∂3 = ∂, λ3 = id et
Λ3 = id conviennent. Supposons avoir construit ∂r, λr,Λr, ... pour un certain r > 3.















i ] ∈ [I, I], quitte


















[vi + βi, v∗i + αi]−
∑
i
[βi, αi] + ξr.
En posant φ(vi) = vi − βi et Φ(vi) = vi − βi, Φ(v∗i ) = v∗i − αi, Φ(µ) = µ nous
obtenons des isomorphismes
φ : L(V )
∼= // L(V ) Φ: L(V ⊕ V ∗ ⊕ µ) ∼= // L(V ⊕ V ∗ ⊕ µ)
qui commutent a` l’inclusion σ : L(V ) L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ) et a` la projection
pr: L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ)→ L(V ). Par conse´quent, en posant ∂r+1 := Φ∂rΦ−1, nous
obtenons sur L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ) une diffe´rentielle qui ve´rifie les proprie´te´s 1 et 2.
Les isomorphismes λr+1 := φλr et Λr+1 := ΦΛr satisfont automatiquement les pro-
prie´te´s requises. Il reste a` ve´rifier la proprie´te´ 3. Observons que Φ(I) ⊂ I




i ∈ I ∩ L>r(V ⊕ V ∗) et
β′i ∈ L>r(V ⊕ V ∗). Ainsi





























i]− [βi + β′i, αi + α′i])
}
. (5)
Posons ξr+1 = Φ(ξr) et notons r+1 le terme entre accolades dans (5). Une ve´rification
imme´diate montre que ξr+1 ∈ [I, I] et que r+1 ∈ I ∩ L>r+1(V ⊕ V ∗). Ceci termine
la re´currence.
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Pour r = n nous avons n = 0 pour des raisons de degre´s. Il vient donc que
(L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂n) est un mode`le quasi-e´trusque et que le diagramme
(L(V ), ∂n) //
σ // (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂n) pr // (L(V ), ∂n)
est un mode`le de (4).
6. Mode`le e´trusque
E´tant donne´ un mode`le de Quillen L, dont l’espace des inde´composables QL
est de dimension finie, nous montrons dans cette section qu’il existe un et un seul
mode`le e´trusque de socle L et de dimension formelle n. Ce mode`le, note´ Bn(L), sera
explicitement de´crit.
6.1. Unicite´ des mode`les e´trusques de socle donne´
Pour prouver qu’il existe au plus un mode`le e´trusque de socle L et de dimension
formelle n, nous aurons besoin du lemme suivant:
Lemme 6.1. Soient Z = V ⊕ Y une de´composition d’espaces vectoriels gradue´s de
dimension finie, {vi}16i6n une base homoge`ne de V , J = (Y ) l’ide´al dans L(Z)
engendre´ par Y et {γi}16i6n une famille de J . Si
∑
i[vi, γi] = 0 dans L(Z) alors
∀i : γi = 0.
Preuve. Posons B0 = {1} et Bl = {vi1 ⊗ · · · ⊗ vil |1 6 i1, . . . , il 6 n} de sorte que
B := ∪l>0Bl est une base en monoˆmes de T (V ). Posons
Γr = T (V )⊗ (⊗ri=1(Y ⊗ T (V ))) .
Ainsi Γ := ⊕r>1Γr est l’ide´al engendre´ par Y dans T (Z). Donc γi ∈ Γ et nous pou-






i ∈ Γr. L’e´quation
∑
i[vi, γi] = 0 entraˆıne que∑
i[vi, γ
(r)
i ] = 0 pour tout r > 1. Sans perte de ge´ne´ralite´ nous pouvons donc sup-
poser que γi ∈ Γr avec r > 1 fixe´. Soit Y = {yj} une base de Y . Posons G−1 = ∅ et,
pour l > 0,
Gl := {β0η1β1η2 . . . ηrβr|β0 ∈ Bl, β1, . . . , βr ∈ B, η1, . . . , ηr ∈ Y}































Homology, Homotopy and Applications, vol. 8(1), 2006 13
Remarquons que si ξ ∈ Gl alors viξ ∈ Gl+1 et ξvi ∈ Gl. Comme
Γr = ⊕∞l=0T l(V )⊗ (⊗rj=1(Y ⊗ T (V )))














entre accolades dans la somme (6) doit eˆtre nul.
Utilisant le fait que σl = 0, prouvons par re´currence sur l que Ci(ξ) = 0 pour tout
ξ ∈ Gl. Si l = −1 c’est e´vident puisque G−1 = ∅. Supposons que Ci(Gl−1) = 0 pour
un certain l > 0. Cette hypothe`se de re´currence entraˆıne que le terme de gauche de





Or {ξvi|ξ ∈ Gl, 1 6 i 6 n} est une famille libre de T (V ⊕ Y ) et donc tous les coeffi-
cients Ci(ξ) sont nuls pour ξ ∈ Gl. Ceci ache`ve de de´montrer que γi = 0.
E´tablissons a` pre´sent l’unicite´ des mode`les e´trusques de socle et de dimension
donne´s:
Proposition 6.2. Deux mode`les e´trusques de meˆme dimension formelle et admet-
tant des socles isomorphes sont isomorphes.
Remarque. Nous de´montrerons a` la proposition 6.6 qu’on peut remplacer “iso-
morphe” par “quasi-isomorphe” dans l’e´nonce´ pre´ce´dent.
Preuve. Soient L = (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂) et M = (L(W ⊕W ∗ ⊕Q.ω), δ) deux
mode`les e´trusques tels que (L(V ), ∂) et (L(W ), δ) sont isomorphes et deg(µ) =
deg(ω). Nous allons montrer que L et M sont isomorphes. Soient {vi, v∗i , µ}16i6l,
{wi, w∗i , ω}16i6l des bases adapte´es de ces mode`les e´trusques. Comme les socles sont
isomorphes, ces bases ont meˆme longueur et sont dans les meˆmes degre´s. Notons
encore J = (W ∗) l’ide´al dans M engendre´ par W ∗.
Soit φ : (L(V ), ∂)
∼=→ (L(W ), δ) un isomorphisme entre les socles. Posons vˆi =





j vˆi + αj avec q
i













j ∈W ∗ de
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Comme αj ∈ L>2(Vˆ ) ⊂ [M,M ] et W ∗ ∩ L(Vˆ ) = 0, la relation de Jacobi permet de

















i ] et posons Vˆ
∗ = 〈vˆ∗i : 1 6 i 6 l〉.
Notons pi : M → QM =M/[M,M ] la projection canonique sur les inde´compo-
sables de M . Il est clair que pi(Vˆ ) = pi(W ) et pi(Vˆ ∗) = pi(W ∗). Donc
L(Vˆ ⊕ Vˆ ∗ ⊕Q.ω) =M . De plus Vˆ ∗ ⊂ J d’ou` δ(Vˆ ∗) ⊂ J .
De´finissons un isomorphisme d’alge`bres de Lie gradue´es
Φ: L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ)→ L(W ⊕W ∗ ⊕Q.ω)
en posant Φ(vi) = vˆi, Φ(v∗i ) = vˆ
∗
i et Φ(µ) = ω. Montrons que Φ commute aux
diffe´rentielles, Φ ◦ ∂ = δ ◦ Φ. Comme Φ|L(V ) = φ est un morphisme diffe´rentiel nous
savons de´ja` que Φ(∂vi) = δΦ(vi). Nous avons aussi
δ(Φ(µ)) = δ(ω) =
∑
i
[vˆi, vˆ∗i ] = Φ(∂µ).
Enfin

















(−1)|vi|[vˆi, δ(vˆ∗i )− Φ(∂v∗i )]
En appliquant le lemme 6.1 a` la famille γi = δ(vˆ∗i )− Φ(∂v∗i ) ∈ J nous trouvons que
δ(vˆ∗i ) = Φ(∂v
∗
i ) ce qui ache`ve de prouver que δΦ = Φ∂. Ainsi Φ est un isomorphisme
de LGD entre L et M .
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6.2. Construction Bn
E´tant donne´ un mode`le de Quillen L, dont l’espace des inde´composables est de
dimension finie, nous construisons un mode`le e´trusque de socle L et de dimension
formelle n que nous noterons Bn(L).
Dans cette construction, nous utiliserons le morphisme d’adjonction sur l’alge`bre
tensorielle T (V ) c’est-a`-dire l’application line´aire
ad: T (V )⊗ T (V )→ T (V ), α⊗ β 7→ ad(α, β)
de´finie par ad(1, β) = β et ad(α · v, β) = ad(α, [v, β]) pour α, β ∈ T (V ) et v ∈ V , le
crochet dans T (V ) e´tant donne´ par [γ, β] := γ · β − (−1)|γ||β|β · γ.
Proposition 6.3. Le morphisme d’adjonction ad ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(i) ad(T (V )⊗ L(V )) ⊂ L(V ).
(ii) Si α, α′, β ∈ T (V ) alors ad(α, ad(α′, β)) = ad(α · α′, β).
(iii) Pour α ∈ L(V ) et β ∈ T (V ) homoge`nes on a ad(α, β) = [α, β].
(iv) Si δ est une de´rivation de degre´ −1 sur T (V ) telle que δ(V ) ⊂ L(V ) alors pour
α, β ∈ T (V ) homoge`nes on a
δ(ad(α, β)) = ad(δ(α), β) + (−1)|α|ad(α, δ(β)).
Preuve. Les points (i) et (ii) sont des conse´quences imme´diates de la de´finition de
ad. Le point (iii) se montre aise´ment par re´currence sur la longueur en crochets de
α. De´montrons la formule (iv). Si α = x1. · · · .xr avec xi ∈ V alors:




(−1)|x1|+···+|xi−1|[x1, [· · · [δ(xi), [· · · , [xr, β]] · · · ]
+(−1)|α|[x1, [· · · , [xr, δ(β)] · · · ]],




(−1)|x1|+···+|xi−1|ad(x1, · · · ad(δ(xi), · · · ad(xr, β)) · · · )




(−1)|x1|+···+|xi−1|ad(x1 · · · δ(xi) · · ·xr, β)
+(−1)|α|ad(x1 · · ·xr, δ(β))
= ad(δ(α), β) + (−1)|α|ad(α, δ(β))
Construction de Bn(L) :
Soit L = (L(V ), ∂) un mode`le de Quillen dans lequel V est un espace vectoriel
gradue´ de dimension finie et supposons que Vi = 0 pour i > n− 1. Posons V ∗ =
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sn−2#V autrement dit, (V ∗)j = #(Vn−2−j). Choisissons une base homoge`ne {vi}
de V et soit {v∗i } la base de V ∗ caracte´rise´e par 〈vj , s(2−n)v∗i 〉 = δij ou` δij est le
symbole de Kronecker. Observons qu’il existe une unique famille {γij} ⊂ T (V ) telle
que l’e´le´ment ∂(vj) ∈ L(V ) ⊂ T (V ) s’e´crit ∂(vj) =
∑
i vi · γij . Posons
Bn(L) := (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), δ)
ou` deg(µ) = n− 1 et δ est la de´rivation d’alge`bre de Lie de´finie par:





j ), δ(µ) :=
∑
i
[vi, v∗i ]. (7)
Avant de de´montrer que Bn(L) est bien une alge`bre de Lie diffe´rentielle, c’est-a`-
dire que δ2 = 0, illustrons la construction par un exemple simple. Prenons
L = (L(x1, y1, z4); ∂x = ∂y = 0, ∂z = [x, [x, y]])
ou` les indices des ge´ne´rateurs indiquent leur degre´. Comme ∂z = x2y − yx2 on a,
pour n > 6,
Bn(L) = (L(x, y, z, z∗n−6, y∗n−3, x∗n−3, µn−1), δ)
avec
δx = δy = 0
δz = [x, [x, y]]
δz∗ = 0
δy∗ = ad(−x2, z∗) = −[x, [x, z∗]]
δx∗ = ad(xy, z∗) = [x, [y, z∗]]
δµ = [x, x∗] + [y, y∗] + [z, z∗].
Proposition 6.4. Bn(L) est une alge`bre de Lie diffe´rentielle.
Preuve. Il suffit de prouver que δ2 = 0 sur les ge´ne´rateurs. Pour les ge´ne´rateurs vi












































Avant de prouver que δ2(v∗i ) = 0, nous e´tablissons la relation suivante:






k = 0 (8)
Fixons l’entier k. Nous avons





































Comme T+(V ) = ⊕ivi · T (V ) la relation (8) est une conse´quence de la nullite´ de
cette dernie`re expression.
Montrons, enfin, que δ2(v∗i ) = 0:





































(−1)|γij |(−1)|vj |−1γij .γjk , v∗k
 .
En observant que
(−1)|γij |(−1)|vj |−1 = (−1)|vi|+|vi|+|γij |+|vj |−1
= (−1)|vi|+|δ(vj)|+|δ(vj)| = (−1)|vi|
il vient






(−1)|vi|γij .γjk , v∗k

et cette dernie`re expression est nulle par la relation (8).
Le mode`le Bn(L) e´tant par construction un mode`le e´trusque, le re´sultat d’unicite´
de la Proposition 6.2 et la proposition pre´ce´dente permettent d’e´tablir l’e´nonce´
suivant:
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The´ore`me 6.5. Soit L = (L(V ), ∂) un mode`le de Quillen dans lequel V est un
espace vectoriel gradue´ de dimension finie et soit n un entier tel que V>n−1 = 0.
Alors Bn(L) est l’unique mode`le e´trusque de socle L et de dimension formelle n. De
plus Bn(L) est inde´pendant du choix des inde´composables V ⊂ L.
La construction Bn(−) n’est pas fonctorielle mais elle pre´serve le type d’homotopie
faible:
Proposition 6.6. Deux mode`les e´trusques de meˆme dimension formelle et admet-
tant des socles quasi-isomorphes sont quasi-isomorphes.
Preuve de la proposition 6.6.
Soit L un mode`le de Quillen tel que QL est de dimension finie et soit L0 un
mode`le minimal de L. Graˆce a` la Proposition 6.2, il suffit de montrer que les mode`les
e´trusques Bn(L) et Bn(L0) sont quasi-isomorphes.
D’apre`s [1, II.4.7], L est isomorphe au produit libre du mode`le de Quillen minimal
L0 et d’un mode`le de Quillen contractile:
L ∼= L0
∐
(L(T, ∂T ), ∂)
ou` ∂ : T → ∂T est un isomorphisme. Supposons que L0 = (L(V ), ∂). Alors





i ] ou` {vi} et {v∗i } sont des bases de V et V ∗. Soit {tk} une
base homoge`ne de T . Soient {uk} := {∂tk}, {t∗k} et {u∗k} les bases correspondantes
de ∂T , T ∗ := sn−2#T et (∂T )∗ := sn−2#(∂T ). Alors
Bn(L) = (L(V ⊕ T ⊕ ∂T ⊕ V ∗ ⊕ T ∗ ⊕ (∂T )∗ ⊕Q.ω), δˆ)




k) = (−1)|tk|t∗k, δˆ(t∗k) =
0 et δˆ(ω) =
∑




[tk, t∗k]. De´finissons un morphisme de LGD
φ : Bn(L(V ), ∂)→ Bn(L(V ⊕ ∂T ⊕ T ), ∂)
par φ(vi) = vi, φ(v∗i ) = v
∗




k]. Un calcul montre que φ com-
mute aux diffe´rentielles. D’autre part φ induit un quasi-isomorphisme entre les
inde´composables, donc φ lui-meˆme est un quasi-isomorphisme.
Remarque. Il existe des mode`les de Quillen quasi-e´trusques de meˆme socle et de
meˆme dimension formelle qui ne sont pas quasi-isomorphes. En voici un exemple :
conside´rons les mode`les de Quillen (L(W ), δ) = (L(u, v, v∗, u∗, µ), δ) et (L(W˜ ), δ˜) =
(L(u, v, v˜∗, u˜∗, µ˜), δ˜) dont les ge´ne´rateurs correspondent aux tables ci-dessous.
ge´n u v v∗ u∗ µ
deg 3 7 3 7 11
δ 0 12 [u, u] 0 [u, v
∗] + [v∗, v∗] [u, u∗] + [v, v∗] + 2[u∗, v∗]
ge´n u v v˜∗ u˜∗ µ˜
deg 3 7 3 7 11
δ˜ 0 12 [u, u] 0 [u, v˜
∗] [u, u˜∗] + [v, v˜∗]
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Ces deux mode`les (L(W ), δ) et (L(W˜ ), δ˜) sont des mode`les quasi-e´trusques de socle
(L(V ), d) = (L(u3, v7), du3 = 0, dv7 = 12 [u3, u3]) qui ne sont pas quasi-isomorphes.
En effet s’ils e´taient quasi-isomorphes, ils seraient isomorphes car ils sont mini-
maux. Or tout isomorphisme d’alge`bres de Lie gradue´es φ : L(W )→ L(W˜ ) ve´rifie
φ(W ) ⊂ W˜ pour des raisons de degre´s. Un calcul e´vident montre qu’un tel isomor-
phisme ne peut eˆtre compatible aux diffe´rentielles δ et δ˜. Notons aussi que (L(W ), δ)
ne peut eˆtre isomorphe a` un mode`le e´trusque. En effet, ce serait un mode`le e´trusque
de dimension formelle 12 et de socle isomorphe a` (L(V ), d). Par unicite´, ce mode`le
e´trusque devrait eˆtre isomorphe a` B12(L(V ), d) = (L(W˜ ), δ˜). Ainsi (L(W ), δ) et
(L(W˜ ), δ˜) seraient isomorphes ce qui, comme on vient de le voir, n’est pas le cas.
7. Mode`le de Quillen d’un bord homotopique de classe S
Soit X un CW-complexe fini simplement connexe. Rappelons qu’un bord homo-
topique ∂N de X est dit de classe S s’il est la suspension d’un bord homotopique
a` section ∂N ′ de X, ce qui signifie que ∂N est le double-mapping cylindre de
l’inclusion ∂N ′ ↪→ N ′. Le but de cette section est d’e´tablir le the´ore`me suivant:
The´ore`me 7.1. Soient X un CW-complexe fini simplement connexe et L un mode`le
de Quillen de X dont l’espace des inde´composables est de dimension finie. Si n est
un entier tel que (QL)>n−1 = 0, alors Bn(L) est un mode`le de Quillen de tout bord
homotopique de X de classe S et de dimension n.
La preuve, qui se trouve dans la section 7.2, s’appuiera de manie`re essentielle
sur un re´sultat ge´ne´ral concernant le mode`le du double mapping cylindre d’une
re´traction e´tabli dans la section 7.1.
Le the´ore`me 7.1 permet d’e´tendre aux bords homotopiques de classe S le re´sultat
d’unicite´ [4, Theorem 6] du type d’homotopie rationnelle des bords homotopiques
superstables:
Corollaire 7.2. Soit X un CW-complexe fini simplement connexe. Alors le type
d’homotopie rationnelle d’un bord homotopique de X de classe S est comple`tement
de´termine´ par sa dimension et par le type d’homotopie rationnelle de X.
Remarques.
1. Le re´sultat d’unicite´ du type d’homotopie rationnelle des bords homotopiques
superstables demontre´ dans [4] s’appuie sur la construction d’un mode`le d’alge`bre
gradue´e diffe´rentielle commutative (AGDC) des bords homotopiques de X a` partir
d’un mode`le d’AGDC (A, d) de l’espace X. Si (A, d) est une AGDC 1−connexe
telle que A>k = 0 pour un certain entier positif k, alors tout bord homotopique de
X de dimension n > 2k + 1 admet comme mode`le une AGDC, que nous noterons
ici Bn(A, d), construite a` partir de (A, d). En appliquant le foncteur de Quillen
L∗ : {AGDC connexes de type fini} → {LGD} (cf. [10, I.1(7)]) a` cette construction,
nous obtenons un mode`le de Quillen des bords homotopiques de X de dimension
n. Il est en fait possible de prouver que ce mode`le est exactement Bn(L∗(A, d)),
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c’est-a`-dire Bn(L∗(A, d)) = L∗(Bn(A, d)).
2. Nous voudrions ici observer que la construction Bn(L) de´veloppe´e dans ce travail
pourrait guider l’e´tude des bords homotopiques en homotopie entie`re. Conside´rons
le cas particulier suivant: L est un mode`le de Quillen de la forme
L = (L(U ⊕ V ), ∂) ∂(U) = 0 ∂(V ) ⊂ L(U) (9)
et n est un entier tel Ui ⊕ Vi = 0 pour i > n− 1. On peut alors observer que dans
le mode`le de Quillen
Bn(L) = (L(U ⊕ V ⊕ U∗ ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), δ)
la diffe´rentielle δ ve´rifie δ(V ∗) = 0 et δ(U∗) ⊂ L(U ⊕ V ∗). Autrement dit, ce mode`le
s’e´crit
Bn(L) = (L((U ⊕ V ∗)⊕ (V ⊕ U∗)⊕Q.µ), δ) (10)
avec δ(U ⊕ V ∗) = 0, δ(V ⊕ U∗) ⊂ L(U ⊕ V ∗) et δ(µ) ∈ L((U ⊕ V ∗)⊕ (V ⊕ U∗)).
Un mode`le de la forme (9) est typiquement le mode`le de la cofibre homotopique
d’une application f : ΣA→ ΣB entre deux suspensions (on peut dans ce cas pren-
dre U = H˜∗(B), V = sH˜∗(A) et construire ∂ a` partir de l’adjointe de f et de
l’homomorphisme de Hurewicz). Pour n assez grand (de sorte, par exemple, a` eˆtre
dans le rang superstable) il suit du the´ore`me 7.1 que Bn(L) est un mode`le des
bords homotopiques de dimension n de X := ΣB ∪f CΣA et, en particulier, du
bord homotopique trivial, i.e. associe´ au plongement de X dans Rn+1. Dans [5] il
est prouve´ que ce bord homotopique est homotopiquement e´quivalent a` un espace
de la forme
Z = (ΣB ∨ ΣA∗) ∪Φ C(ΣA ∨ ΣB∗) ∪ en.
Dans cet espace A∗ et B∗ sont des duaux de Spanier-Whitehead de A et B respec-
tivement. La cohomologie re´duite de ces espaces correspond donc aux espaces vec-
toriels V ∗ et U∗. L’application d’attachement Φ est une version topologique de la
diffe´rentielle δ de (10) et il est en fait possible d’e´tablir une correspondance pre´cise
entre les diffe´rentes e´tapes de la construction de Φ de´crites dans [5] et la formule
de´finissant δ. Dans [5], la construction de l’espace Z a joue´ un roˆle essentiel dans
la de´termination d’une condition suffisante au plongement du 2-coˆne X dans un
espace euclidien de codimension donne´e. Dans la perpective d’e´tudier les plonge-
ments dans l’espace euclidien d’un espace obtenu par attachements successifs de
k > 3 coˆnes, il serait tre`s utile de pouvoir de´crire le bord homotopique trivial de cet
espace a` travers une de´composition en coˆnes paralle`le a` celle de l’espace conside´re´
(tout comme la de´composition de Z est paralle`le a` celle de X). Nous espe´rons que la
description explicite du mode`le de Quillen de ce bord homotopique que nous avons
ici obtenue pourra guider la construction d’une telle de´composition.
7.1. Mode`le du double mapping cylindre d’une re´traction
Soient X et Y deux espaces 1-connexes et ξ : X  Y une cofibration admettant
une re´traction r : Y → X, c’est-a`-dire r ◦ ξ = id. Nous noterons IA le cylindre re´duit
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d’un espace pointe´ A. Le double mapping cylindre (re´duit) de r, note´ Zr,r, est obtenu
comme push-out du diagramme
X ∨X Y ∨ Yr∨roo // // IY.




ou` ξ0 est la cofibration X ∨X → Zr,r pre´ce´de´e de l’inclusion du premier facteur
et r¯ est induite par l’application IY → Y r→ X et par la folding map X ∨X → X.
Notons que r¯ξ0 = id.
Par la Proposition 5.3, le diagramme
X
ξ
 Y r→ X
admet un mode`le de Quillen de la forme
(L(V ), ∂)
σ (L(V ⊕W ), ∂) pr→ (L(V ), ∂)
ou` σ est une extension libre, pr est la projection e´vidente et (L(V ), ∂) et
(L(V ⊕W ), ∂) sont des mode`les minimaux.
L’espace Y admet donc un mode`le de Quillen minimal de la forme (L(V ⊕W ), ∂)
dans lequel la diffe´rentielle ∂ ve´rifie:
(i) ∂(V ) ⊂ L(V );
(ii) ∂(W ) est inclus dans l’ide´al (W ) engendre´ par W .
E´crivons la diffe´rentielle ∂ sous la forme ∂ = ∂0 + ∂+ ou` ∂0 est la partie de ∂ qui
pre´serve la longueur en W tandis que ∂+ est la partie qui l’augmente.
Conside´rons l’alge`bre de Lie gradue´e L(V ⊕ sW ) et de´finissons
S : [L(V ),W ]→ L(V ⊕ sW )
par S[a,w] = (−1)|a|[a, sw] pour a ∈ L(V ) et w ∈W .




 Y r→ X
tel que (L(V ), ∂) et (L(V ⊕W ), ∂) sont des mode`les minimaux. Alors
(L(V ), ∂) (L(V ⊕ sW ), ∂˜) pr→ (L(V ), ∂)
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Preuve. Remarquons tout d’abord que Zr,r est homotopiquement e´quivalent au
push-out du diagramme
X IX
∼oo // // Zr,r
ou` la cofibration IX  Zr,r est induite, de manie`re e´vidente, par ξ. Si on e´crase
d’abord IX sur X dans IY , pour obtenir l’espace IXY , on voit facilement que Zr,r
est homotopiquement e´quivalent au push-out de
X ← Y ∨X Y  IXY. (11)
Nous allons construire un mode`le de Zr,r en construisant un mode`le de ce dernier
push-out puis nous montrerons que la diffe´rentielle de ce mode`le a la forme annonce´e.
1) Afin de construire un mode`le de Y ∨X Y → X, on conside`re une copie Wˆ de
W ainsi que l’isomorphismê: L(V ⊕W )→ L(V ⊕ Wˆ )
de´fini par v 7→ v et w 7→ wˆ. L’alge`bre de Lie (L(V ⊕W ⊕ Wˆ ), ∂) ou` ∂|V⊕W est
la diffe´rentielle de (L(V ⊕W ), ∂) et ∂(wˆ) := ∂̂w est un mode`le de Y ∨X Y et un
mode`le de Y ∨X Y → X est alors donne´ par la projection
(L(V ⊕W ⊕ Wˆ ), ∂) pr→ (L(V ), ∂).
A` la manie`re de Tanre´ (cf. [10, II.5(1)]) , on construit un mode`le de Y ∨X Y 
IXY comme suit:
On conside`re une autre copieW deW et l’alge`bre de Lie (L(V ⊕W ⊕W ⊕ sW ), D)
ou` D|V⊕W = ∂, Dw¯ = 0 et Dsw = w¯. On munit L(V ⊕W ⊕W ⊕ sW ) de la de´ri-
vation d’alge`bre de Lie i de degre´ +1 donne´e par
i(v) = 0, i(w) = sw, i(w¯) = i(sw) = 0
puis on conside`re la de´rivation θ = Di+ iD de degre´ 0. A` cette de´rivation (qui ve´rifie





de l’alge`bre de Lie diffe´rentielle
(L(V ⊕W ⊕W ⊕ sW ), D). Un mode`le de Y ∨X Y  IXY est alors donne´ par le
morphisme
φ : (L(V ⊕W ⊕ Wˆ ), ∂)→ (L(V ⊕W ⊕W ⊕ sW ), D)
de´fini par v 7→ v, w 7→ w et wˆ 7→ eθ(w).
Soit g : L(V ⊕W ⊕ Wˆ ⊕ sW )→ L(V ⊕W ⊕W ⊕ sW ) de´fini par g(v) = v,
g(w) = w, g(wˆ) = eθ(w) et g(sw) = sw. C’est un isomorphisme et φ admet la fac-
torisation suivante
(L(V ⊕W ⊕ Wˆ ), ∂) //


(L(V ⊕W ⊕W ⊕ sW ), D)
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ou` la diffe´rentielle δ e´tend la diffe´rentielle ∂ et ve´rifie δ = g−1Dg.
Un mode`le du double mapping cylindre de la re´traction r : Y → X est alors
obtenu en formant le push-out de l’extension
(L(V ⊕W ⊕ Wˆ ), ∂) // // (L(V ⊕W ⊕ Wˆ ⊕ sW ), δ)
le long de la projection
(L(V ⊕W ⊕ Wˆ ), ∂) pr→ (L(V ), ∂)
Ce push-out est l’alge`bre de Lie L(V ⊕ sW ) munie de la diferentielle p˜rδ ou` p˜r est
la projection L(V ⊕W ⊕ Wˆ ⊕ sW )→ L(V ⊕ sW ).
2) Montrons a` pre´sent que la diffe´rentielle p˜rδ a la forme annonce´e. Il est clair
que p˜rδv = ∂v. Il nous reste a` prouver que p˜rδ(sw) = −S(∂0w). Munissons
L(V ⊕W ⊕ Wˆ ⊕ sW )
des de´rivations h := g−1ig et ρ := g−1θg(= δh+ hδ) de degre´ respectif +1 et 0. A`
travers l’isomorphisme g on calcule que
• h(v) = h(sw) = 0 et h(w) = sw.
• ρ(v) = ρ(sw) = 0.
• hδsw = ρδsw = 0.
• eρ(w) = wˆ
Par conse´quent:
δsw = δhw = ρw − hδw = ρw − h∂w = ρw − h∂0w − h∂+w
Soit J l’ide´al de L(V ⊕W ⊕ Wˆ ⊕ sW ) engendre´ par W ⊕ Wˆ . Comme ∂+w ∈ [J, J ]
et h est une de´rivation, il est clair que h(∂+w) ∈ J et, par suite, p˜rh(∂+w) = 0.
Observons e´galement que la restriction de p˜rh a` [L(V ),W ] est exactement l’appli-
cation S. Par conse´quent
p˜rδsw = p˜rρw − p˜rh∂0w − p˜rh∂+w
= p˜rρw − S∂0w
Afin d’achever la preuve, il nous reste a` prouver que ρw ∈ J , ce que nous allons faire
par re´currence sur le degre´. Supposons que |w| = n et que ρ(W<n) ∈ J . De l’e´galite´
eρ(w) = wˆ vient





Clairement wˆ − w ∈ J . Par ailleurs, pour tout k > 2, on a:
ρk(w) = ρk−1(ρw) = ρk−1(hδw + δhw) = ρk−1(h∂w + δsw)
Comme ρδsw = 0, il vient (pour k > 2):
ρk(w) = ρk−1(h∂w)
Homology, Homotopy and Applications, vol. 8(1), 2006 24
Pour raison de degre´, ∂w ∈ L(V ⊕W<n) et, par suite,
h∂w ∈ L(V ⊕W<n ⊕ sW<n).










on e´tablit que ρp(L(V ⊕W<n ⊕ sW<n)) ⊂ J pour tout p > 1. Cela montre que
ρk−1(h∂w) ∈ J pour tout k > 2 et, par suite, que ρw ∈ J ce qui termine la re´currence.
7.2. Preuve du the´ore`me 7.1
Nous utiliserons dans cette preuve les notations introduites en 7.1. Soit L un
mode`le de Quillen de X et soit ∂N le bord d’un thickening N de classe S de X. Par
hypothe`se N est la suspension d’un thickening φ′ : X '→ N ′ a` section ν′ : X → ∂N ′
et ∂N est alors le double-mapping cylindre de l’inclusion j′ : ∂N ′ ↪→ N ′. L’inclusion
j : ∂N = (∂N ′ × I) ∪∂N ′×{0,1} (N ′ × {0, 1})→ N
admet comme section homotopique l’application ν : X → ∂N donne´e par ν(x) =
[ν′(x), 0]. En remplac¸ant le diagramme X ν
′
→ ∂N ′ j
′










Or on sait par le the´ore`me 5.2 que le diagrammeX ν
′
→ ∂N ′ j
′
↪→ N ′ (et donc e´galement
X
ξ
 Y r→ X) admet un mode`le de Quillen de la forme
(L(V ), ∂) // σ // (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂) pr // (L(V ), ∂)
ou` σ est une extension libre, pr est la projection e´vidente, (L(V ), ∂) est un mode`le
minimal de X et le terme du milieu est un mode`le quasi-e´trusque minimal de ∂N ′.
En e´crivant la diffe´rentielle ∂ = ∂0 + ∂+ et en appliquant la Proposition 7.3 nous
obtenons que
(L(V ), ∂) (L(V ⊕ sV ∗ ⊕Q.sµ), ∂˜) pr→ (L(V ), ∂)
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Montrons que (L(V ⊕ sV ∗ ⊕Q.sµ), ∂˜) est e´trusque. Par de´finition de S, il est clair
que ∂˜(sV ∗) est inclus dans l’ide´al (sV ∗) engendre´ par sV ∗. Calculons ∂˜(sµ). Comme
(L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), ∂) est quasi-e´trusque, nous savons que ∂(µ) =∑li=1[vi, v∗i ] + 
ou` {vi}16i6l et {v∗i }16i6l sont des bases homoge`nes respectivement de V et de V ∗








S([vi, v∗i ]) = −
l∑
i=1




En remplac¸ant la base {vi} de V par la base {(−1)|vi|+1vi} nous obtenons alors que
(L(V ⊕ sV ∗ ⊕Q.sµ), ∂˜) est un mode`le e´trusque de socle (L(V ), ∂) et de dimension
formelle n. Par le The´ore`me 6.5 ce mode`le est Bn(L(V ), ∂). Finalement, par la
Proposition 6.6, on obtient que Bn(L) est un mode`le de Zr,r et donc de ∂N .
8. Un exemple
L’exemple suivant montre que dans les the´ore`mes 4.1 et 7.1 on ne peut pas
affaiblir l’hypothe`se que le bord homotopique ∂N est de classe S.
Proposition 8.1. Il existe un bord homotopique suspension (et donc a` section) ∂N
qui n’admet pas de mode`le de Quillen e´trusque et pour lequel on n’a pas d’isomor-
phisme d’alge`bre
H∗(∂N ;Q) ∼= H∗(N ;Q)⊕#snH∗(N ;Q)
tel que (#snH∗(N ;Q)).(#snH∗(N ;Q)) = 0.
Nous de´montrons d’abord deux lemmes. Dans la suite de cette section nous
e´crirons H∗(−) pour H∗(−;Q).
Lemme 8.2. Il existe un fibre´ vectoriel re´el ξ de rang 4 et de base CP(4)
ξ : R4 ↪→ Eξ → CP(4)
dont la classe d’Euler e(ξ) ∈ H4(CP(4)) est le carre´ d’un e´le´ment non nul x ∈
H2(CP(4)).
Preuve. Conside´rons le fibre´ de Hopf quaternionique
η : H ↪→ Eη → S4
dont la classe d’Euler est non nulle et notons f : S4 → BSO(4) son application
classifiante. Le fibre´ en sphe`re associe´ est
Sη : S3 → S7 → S4.
En passant a` l’espace des orbites par l’action libre du cercle S1 sur l’espace total et
la fibre de ce fibre´ en sphe`res, nous obtenons un fibre´
Sη : S2 // CP(3)
p // S4
et l’application H∗(p) est injective. Soit h ∈ pi7(CP(3)) l’application d’attachement
de la dernie`re cellule de CP(4). Comme pi7(BSO(4))⊗Q = 0, il existe un entier
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ou` ψ est l’application induite sur la cofibre de h.
Notons γ le fibre´ oriente´ universel de rang 4 sur BSO(4) et ξ := ψ∗(γ) le fibre´
induit sur CP(4). Par la naturalite´ de la classe d’Euler,
j∗(e(ξ)) = p∗(k.e(η)) 6= 0.
Quitte a` remplacer k par un multiple non nul convenable, j∗(e(ξ)) est un carre´ non
nul et il en est de meˆme de e(ξ).
Le fibre´ en disques associe´ au fibre´ ξ du lemme pre´ce´dent donne un thickening
N ′ = Dξ de CP(4) et ∂N ′ = Sξ est un bord homotopique de CP(4). Conside´rons
le thickening suspension N = N ′ × [0, 1].
Lemme 8.3. Toute classe de cohomologie non nulle α ∈ H4(∂N) ve´rifie α2 6= 0.
Preuve. Nous calculons la cohomologie de ∂N a` l’aide des mode`les d’AGDC (voir
[3] pour la the´orie). Un mode`le d’AGDC de CP(4) est H = (Q[x2]/(x5), 0) et un
mode`le du fibre´ en sphe`re S3 ↪→ ∂N ′ → CP(4) est
H // // (H ⊗ ∧(u3), du = x2) // (∧(u), 0) .
Un mode`le surjectif de ∂N ′ ↪→ N ′ ' CP(4) est
(H ⊗ ∧(u3, u¯4), Du = x2 − u¯, Du¯ = 0) pi // // (H ⊗ ∧(u3), d)
avec pi(u¯) = 0, pi(u) = u et pi|H = id. Comme ∂N est homotopiquement e´quivalent
a` la somme amalgame´e du diagramme N ′ ∂N ′? _oo 
 //N ′ , un mode`le d’AGDC
de ∂N est donne´ par le produit fibre´ d’AGDC du diagramme
(H ⊗ ∧(u3, u¯4), Du = x2 − u¯, Du¯ = 0) pi // // (H ⊗ ∧(u3), d) H? _oo
Ce produit fibre´ est A = (H ⊗ (Q.1⊕ (∧+u¯⊗ ∧u)), Dˆ) avec
Dˆ(xi ⊗ u¯k) = 0,
Dˆ(xi ⊗ u¯k ⊗ u) = xi+2 ⊗ u¯k − xi ⊗ u¯k+1.
Donc H∗(∂N) = H(A) = H ⊗ 〈1, u¯4〉 ou` la structure d’alge`bre est celle qui e´tend
celle de H−module libre et qui ve´rifie u¯2 = x2.u¯. Une base de H4(∂N) est {x2, u¯}
et aucune combinaison line´aire non nulle de ces deux classes n’est de carre´ nul.
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Preuve de la Proposition 8.1. Conside´rons, comme pre´ce´demment, le thickening
suspension N = N ′ × [0, 1] de CP(4) dans lequel N ′ est le fibre´ en disques associe´
au fibre´ ξ du lemme 8.2. Le lemme 8.3 implique qu’il ne peut exister d’isomorphisme
d’alge`bre
H∗(∂N) ∼= H∗(CP(4))⊕#s12H∗(CP(4))
tel que #s12H∗(CP(4)).#s12H∗(CP(4)) = 0 car #s12H∗(CP(4)) contient un e´le´-
ment non nul de degre´ 4 et de carre´ nul. De meˆme ∂N ne peut admettre de
mode`le e´trusque (L(V ⊕ V ∗ ⊕Q.µ), δ) = B12(L(V ), ∂). En effet l’interpre´tation des
inde´composables V ∗ comme sous-espace vectoriel de H∗(∂N) et la forme de la
partie quadratique de δ qui doit ve´rifier δ2(V ∗) ⊂ [V, V ∗] donnerait une classe de
cohomologie non nulle de H4(∂N) et de carre´ nul.
Remarque. Dans l’exemple de la proposition 8.1 la signature de ∂N est non nulle,
comme on le voit a` l’aide du lemme 8.3. Une question inte´ressante souleve´e par le
rapporteur est celle de savoir si tout bord homotopique a` section de signature nulle
admet un mode`le e´trusque. Une re´ponse positive a` cette question devrait donner
une caracte´risation comple`te des bords homotopiques admettant un tel mode`le.
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